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Willkommen zurück! :D

Zeit für das Quiz! :)
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• Anfang eines Beweises
• Ende eines Beweises
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Willkommen zurück! :D

Ihr habt gesehen:
• Skalarprodukt
• euklidische Norm
• Cauchy-Schwarz-Ungleichung, Dreiecksungleichung
• Orthogonalität, Hyperebenen
• lineare Unabhängigkeit
• Span



Visualisierung! :D

𝐯𝑇𝐰
= 𝐯 ⋅ signed shadow of 𝐰 onto 𝐯
= 𝐰 ⋅ signed shadow of 𝐯 onto 𝐰

Skalarprodukt



alternative Notationen:  𝑣,𝑤 , 𝑣𝑇𝑤

Was ist 𝑣𝑇 ?

Skalarprodukt



Es ist oft sehr hilfreich, Skalarprodukte mittels Summenformeln umzuschreiben.
(v.a. bei Beweisen)

𝑨𝒖𝒇𝒈𝒂𝒃𝒆:
𝑆𝑒𝑖𝑒𝑛 𝑣,𝑤 ∈ ℝ𝑛 𝑚𝑖𝑡 0 ≤ 𝑣𝑖 ≤ 𝑤𝑖 𝑓ü𝑟 𝑎𝑙𝑙𝑒 𝑖.

𝑍𝑒𝑖𝑔𝑒: 𝑣 ⋅ 𝑤 ≥ 𝑣 2.

Skalarprodukt



Diese Eigenschaft ist auch sehr nützlich:
𝑣⊤𝑣 = 0 ⟺ 𝑣 = 0

𝑨𝒖𝒇𝒈𝒂𝒃𝒆:

𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑚, 𝑥 ∈ Span 𝑢, 𝑣
𝑥⊤𝑣 = 0, 𝑥⊤𝑢 = 0

𝑍𝑒𝑖𝑔𝑒: 𝑥 = 0

Skalarprodukt



geometrisch: «Länge»

euklidische Norm, unit vectors



geometrisch: «Länge»
2D: wieso?

euklidische Norm, unit vectors



𝒂𝒖𝒔 𝑷𝒓𝒖𝒆𝒇𝒖𝒏𝒈𝒆𝒏

FS24:

HS23:

euklische Norm, unit vectors



𝑣

𝑣
ist ein Einheitsvektor!

• geometrisch?
• arithmetisch?

euklische Norm, unit vectors



remark: Wir haben untere UND obere Schranke für das Skalarprodukt!

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



wann Gleichheit? (𝑢 ≠ 0)

𝑢⊤𝑣 = 𝑢 𝑣
⟺

𝑢 + 𝑣 = 𝑢 + 𝑣
⟺

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



wann Gleichheit? (𝑢 ≠ 0)

𝑢⊤𝑣 = 𝑢 𝑣
⟺ ∃𝜆 ∈ ℝ: 𝑣 = 𝜆𝑢

𝑢 + 𝑣 = 𝑢 + 𝑣
⟺ ∃𝜆 ≥ 0: 𝑣 = 𝜆𝑢

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



𝒂𝒖𝒔 𝒆𝒊𝒏𝒆𝒓 𝑷𝒓𝒖𝒆𝒇𝒖𝒏𝒈

FS24

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



meistens einzige Schwierigkeit bei solchen Aufgaben:
das Finden der «richtigen Vektoren»!

-> lässt sich sehr gut üben :)

SIGNAL:  𝑈𝑛𝑔𝑙𝑒𝑖𝑐ℎ𝑢𝑛𝑔
⇒ 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 − 𝑆𝑐ℎ𝑤𝑎𝑟𝑧 −/𝐷𝑟𝑒𝑖𝑒𝑐𝑘 − 𝑈𝑛𝑔𝑙𝑒𝑖𝑐ℎ𝑢𝑛𝑔 𝑎𝑢𝑠𝑝𝑟𝑜𝑏𝑖𝑒𝑟𝑒𝑛!

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



𝑨𝒖𝒇𝒈𝒂𝒃𝒆

Seien 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ mit 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4.
Zeige: 2𝑥 − 𝑦 + 2𝑧 ≤ 6.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



𝑨𝒖𝒇𝒈𝒂𝒃𝒆

Seien 𝑛 ≥ 1 und 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ ℝmit ෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖
2 = 1.

Zeige mit Cauchy−Schwarz: ෍

𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖 ≤ 𝑛.

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



Aufgabe 3! :D

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



falls Zeit übrig:

• Beweis der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
• Beweis der Dreiecksungleichung

Cauchy-Schwarz-Ungleichung!



Lineare Unabhängigkeit, Span



Vektoren sind linear 
unabhängig, falls jeder 
eine neue «Richtung» 
hinzufügt, in welche man 
vorher nicht gehen 
konnte!

Lineare Unabhängigkeit, Span



Vektoren sind linear 
unabhängig, falls jeder 
eine neue «Richtung» 
hinzufügt, in welche man 
vorher nicht gehen 
konnte!

einziger Weg zum
Ursprung:
“gar nicht erst loslaufen”
(credit: Jonas)

Lineare Unabhängigkeit, Span



Das Hinzufügen linear abhängiger Vektoren ändert den Span nicht!
Span leerer Menge?

Lineare Unabhängigkeit, Span



ein neuer Blick auf die Aufgaben letzter Woche!
Was hier gefragt war:   Was ist der Span der 3 Vektoren?

bei linearer Abhängigkeit: nicht verändert

Lineare Unabhängigkeit, Span



Lineare Unabhängigkeit, Span

linear unabhängig?



Lineare Unabhängigkeit, Span

linear unabhängig?
intuitiver Beweis?



Lineare Unabhängigkeit, Span
Einzigartigkeit der Linearkombination mit unabhängigen Vektoren!

Beweis?



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



in-Class Aufgabe



Kahoot time! :D



bis nächste Woche!

https://linalg.guru

https://linalg.guru/
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   𝐯 T 𝐰


  =  | 𝐯 | ⋅ signed shadow of  𝐰  onto  𝐯


  =  | 𝐰 | ⋅ signed shadow of  𝐯  onto  𝐰


   ⟨ v , w ⟩


      v T w


   v T


  𝑨 𝒖 𝒇 𝒈 𝒂 𝒃 𝒆 :


  S e i e n      ( v , w ∈  ℝ n )   m i t    ( 0 ≤  v i ≤  w i )   f ü r   a l l e   i .


  Z e i g e :   v ⋅ w ≥    ‖ v ‖  2 .


   v ⊤ v = 0 ⟺ v = 0


  𝑨 𝒖 𝒇 𝒈 𝒂 𝒃 𝒆 :


  u , v ∈  ℝ m ,     x ∈  Span ⁡   ( u , v )


   x ⊤ v = 0


   x ⊤ u = 0


  Z e i g e : x = 0


  𝒂 𝒖 𝒔   𝑷 𝒓 𝒖 𝒆 𝒇 𝒖 𝒏 𝒈 𝒆 𝒏


   v   ‖ v ‖   ist   ein   Einheitsvektor !


  u ≠ 0


   |  u ⊤ v | =  ‖ u ‖  ‖ v ‖


  ⟺


   ‖ u + v ‖ =  ‖ u ‖ +  ‖ v ‖


  ⟺


  u ≠ 0


   |  u ⊤ v | =  ‖ u ‖  ‖ v ‖


  ⟺ ∃ 𝜆 ∈ ℝ : v = 𝜆 u


   ‖ u + v ‖ =  ‖ u ‖ +  ‖ v ‖


  ⟺


  u ≠ 0


   |  u ⊤ v | =  ‖ u ‖  ‖ v ‖


  ⟺ ∃ 𝜆 ∈ ℝ : v = 𝜆 u


   ‖ u + v ‖ =  ‖ u ‖ +  ‖ v ‖


  ⟺ ∃ 𝜆 ≥ 0 : v = 𝜆 u


  𝒂 𝒖 𝒔   𝒆 𝒊 𝒏 𝒆 𝒓   𝑷 𝒓 𝒖 𝒆 𝒇 𝒖 𝒏 𝒈


  U n g l e i c h u n g


  ⇒ C a u c h y − S c h w a r z − / D r e i e c k − U n g l e i c h u n g     a u s p r o b i e r e n !


  𝑨 𝒖 𝒇 𝒈 𝒂 𝒃 𝒆


  Seien  x , y , z ∈ ℝ  mit   x 2 +  y 2 +  z 2 = 4 .


  Zeige:  2 x − y + 2 z ≤ 6 .


  𝑨 𝒖 𝒇 𝒈 𝒂 𝒃 𝒆


  Seien  n ≥ 1  und   x 1 , … ,  x n ∈ ℝ  mit    ∑  i = 1 n   x i 2 = 1 .


  Zeige mit Cauchy−Schwarz:   |   ∑  i = 1 n   x i | ≤  n .

